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VORWORT

Spricht man Menschen auf die Mathematik an, dann gibt es zwei typische
Reaktionen: erstens eine gewisse Hochachtung — kaum jemand bezweifelt
die Niitzlichkeit dieser Wissenschaft, ohne die unsere technische Zivilisation
undenkbar wire. Und zweitens eine grofle Berithrungsangst — viele, wenn
nicht die meisten Menschen verbinden mit Mathematik auch frustrierende
Erinnerungen an die Schulzeit, an Versagensingste und Priifungsstress.

Diese Angst wollen wir Thnen gleich am Anfang dieses ZEIT Akademie
Seminars nehmen: Wir werden Sie nicht — oder kaum — mit Formeln
traktieren, und Sie miissen am Ende keine Priifung absolvieren. Lehnen
Sie sich zuriick, und lassen Sie sich von Professor Giinter Ziegler von der
Freien Universitit Berlin die Geschichte der Mathematik des 20. und
21. Jahrhunderts erzihlen.

Wer die Mathematik nur von der Schule her kennt, der mag den Ein-
druck gewonnen haben, dass es sich um eine »fertige« Wissenschaft
handelt, die spitestens im 19. Jahrhundert weitgehend abgeschlossen war.
In den Lektionen dieses ZEIT Akademie Seminars wird aber klar, dass
diese Wissenschaft heute mehr offene Fragen hat denn je und sich in

einer Vielzahl von Disziplinen weiterentwickelt. Sie lernen die wichtigsten
Akteure kennen und erfahren, dass die scheinbar so sachliche und trockene
Mathematik mit Leidenschaft und Kreativitit vorangetrieben wird.

Ich freue mich, dass Sie sich auf das Abenteuer Mathematik einlassen
wollen, und heifle Sie bei der ZEIT Akademie herzlich willkommen.

bota . e

Christoph Drésser
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LEKTION 1

EINFUHRUNG

Mathematik — ist das ein exotisches Thema? Weit weg, vielleicht auch des-
halb faszinierend, aber auch sehr irrelevant? Berrifft Sie das? Warum sollte
Mathematik wichtig sein, warum wichtig fiir Sie? Wann hatten Sie das letzte
Mal mit Mathematik zu tun? Wann haben Sie das letzte Mal Mathema-
tik gemacht? Sagen Sie jetzt nicht: in der Schule. Vielleicht haben Sie sich
nimlich schon heute Morgen mit Mathematik beschiftigt, beim Frithstiick,
in der S-Bahn oder im Bus, und es gar nicht gemerkt — beim Losen eines
Sudokus zum Beispiel.

Das ist meine Art, den Tag mit Mathematik anzufangen: Zum Friihstiick
kimpfe ich oft mit dem Sudoku in meiner Tageszeitung. Natiirlich ist das
nicht produktiv, eigentlich ist das Zeitverschwendung — aber das Knobeln
und die Herausforderung reizen mich doch immer wieder. Nicht immer
bin ich erfolgreich: Manchmal finde ich einfach den nichsten Schritt niche,
manchmal mache ich auch einen Fehler — und jeder einzelne Fehler richt
sich, denn beim Sudoku gelten die Regeln der Mathematik. »Fast richtig«
gibt es niche, ein kleiner Fehler in einem logischen Schritt lisst das gesamte
Gedankengebiude zusammenfallen.

Warum ist ein Sudoku Mathematik? Wissenschaftlich betrachtet, ist
jedes dieser Ritsel ein kombinatorisches Optimierungsproblem — und da steckt
tatsichlich richtig viel Mathematik drin.

Dasselbe gilt auch fiir viele andere Ritsel, die man aus Zeitungen und
Bahnhofsbuchhandlungen kennt: Das Hashiwokakero zum Beispiel, ein
Spiel, bei dem man Zahlen durch Briicken verbinden muss — mathematisch
gesprochen, konstruiert man Graphen —, das Nonogramm, das mathematisch
ganz eng mit der Auswertung von logischen Formeln verwandt ist, Zahlen-
ritsel wie das Kakuro und, und, und ...

Abb. rechts: Ein Hashiwokakero-Ratsel. Die Zahlen sind mit horizontalen und
vertikalen Kanten (»Brlicken«) zu verbinden; die Zahlen bezeichnen dabei die An-
zahl der Brlicken, die mit ihnen verbunden sind. Briicken dlrfen sich nicht tber-
schneiden, zwei Zahlen dirfen Uber hochstens zwei Briicken verbunden sein,
und am Ende muss ein zusammenhangender Graph entstehen — man kommt
also Uber die Brlicken von jeder Zahl zu jeder anderen Zahl. © A. Loos/A.Schuite
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Der Kern der Mathematik sind Beweise, mégen Sie einwenden. Aber wo
steckt denn beim Sudoku-Losen ein Beweis?

Er steckt in der Losung: Lief§ sich das Sudoku korreke ausfiillen, dann
ist damit die Behauptung bewiesen, dass das Ritsel losbar ist. Und wenn
man beim Lésen nicht schummelt und die Information nicht benutzt, dass
die tiblichen Sudokus immer nur eine Lésung haben, dann beweist man auf
dem Weg zur Losung sogar noch mehr — nimlich, dass das jeweilige Ritsel
eindeutig losbar ist.

Mathematik ist jedenfalls kein Zuschauersport. Die Mathematik als
Wissenschaft ist aber auch keine Kampfsportart, sondern eher schon ein
gigantischer Teamwettbewerb, trotz aller Schiilerwettbewerbe und Ma-
thematikolympiaden und obwohl es auch unter Mathematikern und
Mathematikerinnen gelegentlich Konkurrenz, Neid, Eifersucht und Priori-
titsstreitigkeiten gibt. Wir sind halt auch nur Menschen.

Ich selbst bin durch das Knobeln zur Mathematik gekommen, die Pro-
bleme haben mich als Herausforderung gereizt; Zahlen, Muster und Ritsel
haben mich fasziniert. So habe ich zum Beispiel als Schiiler versucht, den
Vierfarbensatz neu zu beweisen. Der Satz besagt, dass man jede Landkarte
immer mit héchstens vier Farben einfirben braucht, wenn Linder mit ge-
meinsamer Grenze unterschiedliche Farben erhalten sollen.



Mitte der 1970er Jahre ist dieser Satz bewiesen worden, von einem Team
aus zwei Mathematikern und einem Computer: Wolfgang Haken (*1928)
und Kenneth Appel (1932-2013) haben fiir ihren Beweis, nach einem An-
satz von Heinrich Heesch (1906-1995), das Problem auf die Untersuchung
einer sehr grofen, aber endlichen Anzahl von Konfigurationen reduziert und
alle diese Konfigurationen per Computer tiberpriift. Das war der erste grofle
Beweis in der Mathematik mit Computerhilfe — und er wurde mit Skepsis
und Misstrauen bedugt. Ich dachte damals, ich kénnte einen viel einfacheren
Beweis finden, der ohne Computer auskommt. Natiirlich ohne Erfolg.

Erfolglos bin ich auch bei einem zweiten grof8en Projeke geblieben, an das
ich mich als Jugendlicher wagte: den Beweis der 3x+I-Vermutung, die man
auch als Ulam-Problem oder Collatz-Problem kennt. Sie besagt, dass man
von jeder natiirlichen Zahl aus irgendwann zur 1 gelangt, wenn man sie nur
halbiert, falls sie gerade ist, und sonst dreimal die Zahl plus eins nimmt —
und diese Rechenschritte immer wieder wiederholt. Ein Beispiel: Wir starten
bei der 11. Das ist eine ungerade Zahl, also ist die nichste Zahl 311 + 1. So
kommen wir zur 34, einer geraden Zahl. Die nichste Zahl ist also einfach
die Hilfte, die 17, dann kommen 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2 und
schliefflich die 1 —angekommen. Noch ein Beispiel: Von der 19 kommen wir
zu 3-19+1=58, und dann 29, 88, 44, 22, 11 ... und von dort kommen wir
wieder, wie vorhin gesehen, schliefSlich zur 1. Von der 15 aus finden wir 46,
23, 70, 35, 106, 53, 160, 80, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1. Jedes Experiment,
das man per Hand oder mit dem Taschenrechner macht, wird tiber kurz
oder lang zur 1 fithren.

Denn die 3x + 1-Vermutung ist inzwischen fiir alle kleineren und auch fiir
sehr grofle Startwerte mit dem Computer tiberpriift worden — und immer
kam man nach einer kiirzeren oder lingeren Achterbahnfahrt durch die
Zahlen bei der 1 heraus. Doch dass das fiir alle Zahlen klappt, ist auch heute
immer noch nicht bewiesen. Was wie eine Spielerei aussicht, hat mit sehr
klassischen mathematischen Problemen und Theorien zu tun, mit der Appro-
ximierbarkeit von bestimmten irrationalen Zahlen und mit der 7heorie der
Dynamischen Systeme.

Das Knobeln an kleinen und groffen Problemen hat mich zum Studium
der Mathematik an der Universitit Miinchen gefiihrt, dann zur Promotion
am Massachusetts Institute of Technology in Cambridge bei Boston. Nach
vier Postdoc-Jahren in Augsburg und einem Winter am Mittag-Leffler-In-
stitut in Stockholm bin ich schlieflich am 1. April 1992 in Berlin gelandet.



Von 1995 an war ich Professor fiir Mathematik an der Technischen Univer-
sitit Berlin, seit 2011 an der Freien Universitit Berlin.

Hier beschiftige ich mich mit Problemen der Diskreten Geometrie. Was
bedeutet das? Ein Beispiel sind Aufteilungs- und Zerlegungsprobleme. Mich
reizen dabei Fragen, die am Anfang ganz harmlos klingen, wie etwa: »Kann
man jedes Dreieck mit geraden Schnitten in drei konvexe Teile von gleichem Fli-
cheninhalt und gleichem Umfang zerteilen?« (»Konvex« nennt man die Teile,
wenn sie keine Einbuchtungen besitzen.) Und mal vorausgesetzt, es gehe fiir
drei Teile — geht es dann auch fiir vier, fiinf, sieben oder zehn Teile?

Wie zerschneidet man ein Dreieck

in drei konvexe Polygone, die jeweils
den gleichen Umfang und die gleiche
Flache haben?

© A. Loos/G. Ziegler

Wir haben bei diesem Problem Fortschritte erzielt: Wir haben (zusam-
men mit Pavle Blagojevi¢) bewiesen, dass man die Dreiecke tatsichlich so
zerschneiden kann, wenn die gewiinschte Anzahl an Teilen eine Primzahlpo-
tenz ist, also entweder eine echte Primzahl wie 2, 3, 5 usw. oder so etwas wie
4=2.2,8=2-2-2oder 9=3-3. Fiir die anderen Anzahlen, also zum Beispiel
2-3=6, 2.5=10 oder 5-3=15, ist die Frage weiterhin nicht geklirt. Aber, um es
mit dem groflen Mathematiker David Hilbert zu sagen: »Wir miissen wissen!
Wir werden wissen!«

Das Zerlegungsproblem ist natiirlich auch ein kleines Knobelproblem und
daher reizvoll, aber fiir mich ein willkommener Testfall fiir fortgeschrittene
mathematische Methoden und groferes mathematisches Werkzeug: Fiir den
Beweis unseres kleinen Problems haben wir die Aquivariante Hindernistheorie
verwendet, eine sehr spezielle Methode aus der Algebraischen Topologie, und
zusitzlich Ergebnisse tiber Teilbarkeitseigenschaften von Binomialkoeffizienten



aus der Zahlentheorie. Zur (teilweisen) Losung des Problems haben wir also
Briicken geschlagen zwischen ganz verschiedenen Teilbereichen der Mathema-
tik. So etwas finde ich besonders reizvoll und interessant, denn dabei erfihrt
man am eigenen Leibe, wie vielfiltig, spannend und bunt die Mathematik ist,
mit Teilgebieten von der Geometrie bis zur Wahrscheinlichkeitstheorie, von
der Analysis und dem sogenannten Wissenschaftlichen Rechnen bis zur Kom-
plexitdtstheorie — eben ein riesiger Abenteuerspielplatz.

Ich lade Sie fiir die folgenden Lektionen des ZEIT Akademie-Seminars
zu cinem Spaziergang iiber diesen Abenteuerspielplatz der Mathematik ecin.
Gleich am Anfang des Rundgangs kommen wir zur Kernfrage: »Was ist Ma-
thematik?« — und die ist gar nicht einfach zu beantworten, weil Mathematik
inzwischen eine riesige und vielfiltige Wissenschaft geworden ist. Wir su-
chen dann etliche der groflen Probleme der Mathematik auf. Von diesen sind
sehr viele in den letzten 25 Jahren spektakulir geldst worden — das Fermar-
Problem iber die Summe von Potenzen zum Beispiel und das Kepler-Problem
tiber das platzsparende Packen von Kugeln in den dreidimensionalen Raum.
Andere klassische Probleme haben sich als unlosbar herausgestellt, wie die
sprichwortliche »Quadratur des Kreises« mit Zirkel und Lineal. Wir werden
auch tber das Einteilen von Berechnungsproblemen nach Entscheidbar-
keit und nach Komplexitit sprechen und dariiber, warum die Mathematik
so niitzlich sein kann im Alltag, auf dem Handy, im Navigationsgerit, in
Logistik oder Finanzwirtschaft. Und damit sind wir mitten in der Gegen-
wart: Wie sieht »Mathematik-Machen« heute aus?
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